
 

  
   - העשרה - תורת המספרים: פרק עשירי

                                            -                                              )מודולארי(חשבון מעגלי    10.1                                                  

שי יהיה יביום ש, אם חג הפסח חל ביום חמישי. ספירת העומר מתחילה למחרת חג הפסח

ג "באיזה יום בשבוע יחול ל. וכן הלאהבעומר ' ביום ראשון ג, בעומר'  ב–בשבת , בעומר' א

, ג"לכדי לענות על שאלה זו איננו צריכים למנות ? ובאיזה יום יחול חג השבועות? בעומר

  .  שהם שבעה שבועות ועוד יום מפסח עד שבועות, ימים50או ימים  33כלומר 

4 = 33 -וכיוון ש, כל שבעה ימים אנחנו חוזרים לאותו יום בשבוע יחול ג בעומר "ל, 5 + 7

שבועות יחול באותו יום חג ו, כלומר ביום שלישי,  בעומר5-באותו יום בשבוע שבו יחול ה

7 = 50)כלומר ביום שישי , בעומר' בשבוע שבו יחול א 7 + 1) .   

אנחנו . 7בכפולה של בחישובי היום בשבוע איננו צריכים להבחין בין מספרים הנבדלים 

   : ונסמן)7 שווים מודולו: בלועזית (7-מעגלית ביחס לשווים  אומרים שמספרים כאלה 

33 ≡ 5(mod 7), 1 ≡ 50 :ובדומה , (7)5 ≡ 33: בקיצור או(mod 7).   

  ).מודולארי (עגלישוויון משוויון כזה נקרא 

 ביום 2010הוא יחול בשנת ,  ביום חמישי2009אם האחד בינואר חל בשנת , אופןהאותו ב

   -ו,  יום365וזאת כיוון ששנה אזרחית לא מעוברת מונה , שייש

  . mod(1≡  365 7(כלומר   ,365 = 752 + 1

 אביב לניו אם טיסה מתל.  ימי השבוע7- אנחנו עושים חשבון מודולארי לא רק ביחס ל

 11אביב בשעה  יורק טיסה שממריאה מתל כדי לחשב מתי תנחת בניו,  שעות13יורק נמשכת 

1 = 13 - שתמש בכך שיכולים להאנחנו , בלילה  ולהסיק (mod 12)1 ≡ 13, כלומר 1 + 12

וכיוון ששעון ישראל , לפי שעון ישראל 12 = 1 + 11בשעה למחרת יורק  שהמטוס ינחת בניו

 5 = 7 – 12שעת הנחיתה לפי השעון המקומי תהיה ,  שעות7-יורק ב ון ניומקדים את שע

  . בבוקר

1 = 11הרי כיוון ש ,  שעות11אם הטיסה בכיוון ההפוך אמורה להימשך רק  12 - 1 

 בערב יגיע לשדה 8 נוכל לחשב שמטוס שימריא מניו יורק בשעה (mod 12)1- ≡ 11, כלומר

  ולכן בשעה, יורק לפי שעון ניו  7 = 1 – 8בשעה למחרת התעופה בלוד 

7 + 7 = 14 ≡ 2(mod 12)  

  .  אחר הצהריים2כלומר בשעה , לפי שעון ישראל

 מעגליחשבון 
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 אך שימושי. בחישובי דקות ושניות, כמובן,  אנחנו פוגשים60-בחשבון מעגלי ביחס ל

סורק את )  בעבריתמ"כמ(אם מכשיר ראדאר .  אינם מוגבלים לנושאי זמןהחשבון המעגלי

את אותו  הוא יחזור לסרוק,  מעלות בשנייה10שהוא מסתובב שמאלה בקצב של השמים כ

היא כפולה מאז שעבר   t  כאשר הזווית שסרק בזמן ,שסרק בנקודת זמן מסוימתכיוון ה

  .  10t ≡ 0(mod 360)כלומר כאשר , 360°שלמה של 

היא  ) p-ל ביחס b - לשווה מעגלית a ≡ b(mod p) )a טענהמשמעות ה, באופן כללי

a = m - שזה כmמספר שלם קיים ש p + b )m0שלילי או ,  יכול להיות שלם חיובי.(    

נקבל עוד תנאי שקול לשוויון ,   pm=  b –a:     כשנכתוב שוויון זה בצורה השקולה

   :b - ל aהמעגלי בין 

  . ללא שאריתp -  מתחלק בb – ו aהפרש המספרים 

בעומר עד ' ה- כלומר שמ, 7 - מתחלק ב5 - 33-גם ש פירושו הוא (mod 7)5 ≡ 33: לדוגמה

  .ג בעומר עובר מספר שלם של שבועות"ל

  .  ללא שארית7-מתחלק ב  - 4– 3  =-7מכיוון שברור כי ההפרש  , - mod( 3≡4 7(  1 דוגמה

 ללא 4 -מתחלק ב 2008- ו,  2009– 1  =2008-מכיוון ש ,  mod( 1≡2009 4(    2 דוגמה 

  . שארית

   : הוא  p- ביחס לa, bשוויון המעגלי של שני מספרים ר לניסוח אח

  .pבמספר חילוק ב אותה שארית  b -ו aשני המספרים ל

 sכאשר ,  t היא p- בחילוק בbוהשארית של , s היא p- בחילוק ב aל אם השארית ש, ואכן

  :- שאלה שלמים כm ,n יש  אז, p- שליליים וקטנים מ- איt-ו

a = mp + s ,b = np + t,  

  ואז

a - b = (n - m)p + (t - s),  

  .t = s בדיוק כאשר p -וזה מתחלק ב

  ":רגילים"השוויונים היים דומות לאלה של עגלתכונות רבות של שוויונים מ

  ,a + c ≡ (b + d)(mod p) אז, c ≡ d(mod p) - ו a ≡ b(mod p) אם

  :אז , c = d + np - וa = b + mpכיוון שאם מוזאת 

a + c = b + d + (m + n)p,   

 מעגליחשבון 

  . שלםm + nגם , שלמים  m, nואם 
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               מכיוון  mod( 2≡58 ) 7(, ) 36 =5 7 +1 -מכיוון ש mod( 1≡36 ) 7(  3 דוגמה

8 = 58 -ש   13 = 94 - ש מכיוון(  (mod 7)3 ≡ 94 = 58 + 36והסכום  ,)2 + 7 7 + 3(.   

  : אופן נקבל גםהבאותו 

   .a – c ≡ (b – d)(mod p) אז, c ≡ d(mod p)  - ו  a ≡ b(mod p) אם

  ? מה בדבר המכפלה בחשבון המעגלי

  , ac = bd + (bn+ dm + mnp)pאזי , c = d + np - וa = b + mpאם 

  . שלםbn + dm + mnp גם ,  שלמיםb, d, m, n, p,ואם 

  : נכון גם כלל הכפל  p)ביחס למספר שלם ( בחשבון מעגלי, לכן

  .ac ≡(bd)(mod p)אז , c ≡ d(mod p) - וa ≡ b(mod p)אם 

ריים מאפשרות להסיק מסקנות לגבי חילוק מספרים ללא אתכונות השוויונים המודול

  .שארית בלי לבצע חילוק בפועל

   ?יוםמה יהיה היום בשבוע בעוד אלף    4 דוגמה

50 = 1,000 רשוםנ   :שתמש בשוויונים המעגלייםנ ו20

20 ≡ -1(mod 7)  ,50 ≡ 1(mod 7).  

   .כלומר זה יהיה היום הקודם בשבוע  , mod(1- ≡ 1,000 7 ( :קבלנ ךכ

  ?7 - בחלוקה ל20092 השארית של המספר מה  5 דוגמה

  והחילוק2009 בחזקת 2של העלאת ) הבלתי אפשרית( אין צורך לבצע את המשימה כאן

  : נוכל לעשות זאת בשימוש בחשבון מעגלי. 7 -ב") הארוך("

3 = 2009וכי   , (mod 7)1 ≡ 8 = 23תחילה נציין כי  669 + 2 .  

669(23) = 22009: לכן כשנרשום את המספר הנתון כמכפלת המספרים   :נקבל כי, 22

)7 mod(4 ≡ 41 = 22669 1≡ 22669)32 = (20092,  

  .4כלומר השארית היא 

העברי הנשיא , הלוח קדומותהלללפי מתקופות ומסורת ידע על במהלךלפיהם , מתבסס

של " שנות שמש "19 מספר שלם ירח"יש 19- ב" חודשי ירח "234.992: ליתר דיוק" (חודשי

שמש" שמש הן 19כל , לפיכך"). שנות ועוד19שנות ירח כדי להשלים פער זה. חודשים7שנות

העברי הקבוע כמה שנים לשנהחודש מוסיפים בלוח הבא, מדי לכלל היא: בהתאם שנה

ל בחלוקה אם , למשל). ט"ח אדז"גו (0 או17, 14, 11, 8, 6, 3היא נותנת שארית19 -מעוברת

ה מעוברת) 5770 (ע"תששנת נחלק, אינה  5770כלומר, 13 נקבל שארית19 - ב5770כי אם

≡13(mod 19) .ה, לעומתה   ).ויקיפדיה(  14כי השארית היא , מעוברתא"עתששנת

  ,       

    

         

        

      

 '     

 ' 
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:  יכולה להתאפס0 -ספרים שונה ממכפלה מעגלית של מ,  שלא כמו בכפל הרגיל:אזהרה

 הוא יחזורשעתיים בשש פעמים אחרי שנקדם את השעון  mod(0 ≡ 26) 12(  :5דוגמה 

  .)מצבו ההתחלתיל

ית ישרה מחזירות אותנו לכיוון ו פניות שמאלה בזוmod(0 ≡ 904) 4 360(  :6דוגמה 

  ). מעלות0 -ל כלומר, המקורי

לא רק ובמקומות שונים מעגלי מופיעים אפסים בלוחות החיבור והכפל בחשבון ה, לכן

  ).0 - וכפל ב0 + 0(במקומות שאנו רגילים לראות אותם בהם 

  בעיות ומטלות, תרגילים

)  בתשרי'י( יום כיפור יםבאיזה יום בשבוע חל, חל בשבת)  בתשרי'א(אם ראש השנה  .1

  ?)ו בתשרי"ט(וסוכות 

  :כתבו בשפת החשבון המעגלי את הטענות הבאות  . 2

 סכום שני מספרים זוגיים הוא זוגי     )א
 זוגיים הוא זוגי-  סכום שני מספרים אי )ב

  זוגי - זוגי הוא אי- סכום מספר זוגי ומספר אי  )ג

 זוגית-זוגיים היא אי-מכפלת שני מספרים אי  )ד

 מכפלת מספר זוגי במספר שלם כלשהו היא זוגית  )ה

? כאשר מדובר בשני משתתפים,  ..."נו-די- דן-ןא"הגרלה בנוסח המהילדים תיפול  על מי   .3

בדרך כלל הספירה נעשית באופן כזה שההגרלה : תזכורת (?בחמישה? בארבעה? בשלושה

  ). בספירה המעגלית15 - הנמצא במקום העל הילד נופלת 

עבור כל אחד מערכי , p -   כתבו את לוח החיבור ואת לוח הכפל של החשבון המעגלי ביחס ל.4

  p10 ועד 2 - מ.  

  וכל אחד משני השחקנים מוציא, מת גפרוריםיש ערֵ" נים" פשוט מסוג במשחק.  5

   מי שמוציא את הגפרור הוא מנצח ה. גפרור או שניים לפי בחירתו, בתורו,  מהערמה    

  . האחרון     

  נשארו כאשר,מי מהם אמור לנצח, אם כל אחד מהשחקנים משחק באופן הטוב ביותר

  :בערמה

 כלשהו של n מספר )ה    ? גפרורים6)  ד? גפרורים 5)    ג ?גפרורים 4)     ב ? גפרורים3 )א

  ?גפרורים

 ? 611 + 614 + 616באיזו ספרה מסתיים המספר  .6

  .100 - מתחלק ב1-1011) ב      .7 - מתחלק ב6 1-28) א:  הראו כי .7
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  ?45 -  מתחלק ב 2139 + 3921האם  .8

  .11 -מתחלק ב  103 + 124 + 115    הראו כי.9

 וכן הלאה עד 3בשלישית , 2בשנייה , בראשונה גפרור אחד.  ערמות גפרורים10 נתונות .10

בו כל שהאם אפשר להגיע למצב . בכל שלב אפשר להעביר גפרור אחד מערמה לערמה. 10

  ?הערמות שוות בגודלן

  .4 - מתחלק ב2n - 1או   n ,2nהראו כי לכל מספר טבעי   .11

  ?9 -  בחלוקה ב2n ל המספר הריבועימה השאריות האפשריות ש  .12

  .)17mod)(3+20102(חשבו את   .13

  .120mod(5555( חשבו את .14

  ?3 - בn10 - 7  מתחלק המספר n לאלו ערכי .15

  ?1002+102מה הספרה האחרונה בסכום   .16

 31 ובהן  )שלמטה כמו באיור( משבצות המסודרות בצורת צלב 32  במשחק המחשבת.17

מהלך במשחק הוא דילוג של כלי על כלי אחר אל . שבצת המרכזית ריקה כך שהמ–כלים 

המטרה היא להישאר עם כלי אחד . תוך הסרת הכלי שדילגו עליו, משבצת ריקה

עם כלי אחד הממוקם לא במשבצת גם האם ניתן להישאר . הממוקם במשבצת המרכזית

  ?המרכזית אלא במשבצת סמוכה לה

  

  

  

  

והראו שבכל צעד נשמרת , סמנו את המשבצות בשלוש אותיות לסירוגין באלכסון: הדרכה

ם על אות ההפרש שבין מספר הכלים הנמצאים על אות אחת למספר הכלים הנמצאיזוגיות 

  .אחרת

    x y z              
    y z x              
x y z x y z x y       
y z x y z x y z      
z x y z x y z x       
    z x y        
        x  y  z  
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 מני התחלקותסי 

  סימני התחלקות  10.2

  .החשבון המעגלי עומד בבסיסם של סימני ההתחלקות המוכרים עוד מבית הספר היסודי

  : נזכיר סימני התחלקות אלה וננמק אותם

כיון מ, 2-מתחלק בכלומר , הוא זוגי, למשל, 1234567890אנו יודעים שהמספר 

  . היא זוגית, 0, שהספרה האחרונה בו

, 90כלומר , ספרתי שבסופו- עלינו לבדוק את המספר הדו, 4-ק במתחלכדי לבדוק אם הוא 

  . 4-גם המספר כולו לא יתחלק ב, 4-וכיוון שזה אינו מתחלק ב

  . שוב מספיקה לנו הספרה האחרונה כדי לקבוע זאת, 10- וב5-חלוקה באשר ל

, שהוא 9+8+7+6+5+4+3+2+1, נבדוק את סכום הספרות, 9- או ב3-חלוקה בכדי לבדוק 

גם המספר כולו , 3-בגם ולכן , 9-מתחלק בכיוון שהוא מו ,                          , 5.6כור מסעיף כז

   .9- וגם ב3-גם במתחלק 

9(9 + 1)
2

= 45 

  ספרתי -נסתכל במספר העשרוני הרב, די לנסח ולהסביר את הכללים האלהכ

a = an-1…a2a1a0 

  :הקו מעל המספר יסמן לנו שמדובר במספר העשרוני שערכו הואכאשר 

a = a0+10a1+100a2+1000a3+…+10nan.  

גם , )0- שווה ל2- בחלוקה ב10משמע השארית של  ((2)0 ≡ 10כלומר ,  זוגי10-ון שוכימ

   שלם יתקייםak ולכל 10 של 10kובמיוחד לכל חזקה טבעית , 10לכל כפולה של 

10kak ≡ 0(mod 2),  

, 2- לסכום המעגלי ביחס ל0- תורם שארית שיכולה להיות שונה מaoבר החופשי יולכן רק הא

  . a ≡ a0(mod 2)           :כלומר

 5-המספר מתחלק ב: 10- וביחס ל5-ביחס לגם אותו השיקול יהיה נכון בחשבון המעגלי 

והוא מתחלק , 5 או 0כאשר היא , כלומר, 5- מתחלקת בובדיוק כאשר הספרה האחרונה של

  . 0כלומר כאשר היא , 10- כאשר היא מתחלקת ב10-ב

                 או5-ב, 2- בחלוקהבעד כאן הראינו שאכן השארית שמשאיר מספר עשרוני , םבסיכו

  .  נקבעת רק על ידי ספרת היחידות שלו10-ב
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אבל . 4-השיקול הקודם אינו עובד כשמדובר בהתחלקות ב, 4- אינו מתחלק ב10-ון שוכימ

שהוא  (100גורם המשותף וציא את הנ, 4- כדי לבדוק חלוקה ב, לכן, 4-מתחלק ב 100 = 102

  :ונקבל) 4 בחשבון המעגלי לגבי 0

 a = a0+10a1+100a2+1000a3+…+10nan = a0+10a1+100(a2+10a3+…+10n-2an) 

   . a ≡ (a0 + 10a1)(mod 4)    : ולכן

 אם ורק אם המספר המורכב משתי ספרותיו האחרונות מתחלק 4- מתחלק בaהמספר כלומר 

  .4-ב

    אינו מתחלק 2,010, לעומת זאת. 4- מתחלק ב92- יוון שכ 4-חלק ב מת1,492,     לדוגמה

  .4 אינו כפולה של 10כי , 4-ב

מכלל הכפל של נובע , (mod 3)1 ≡ 10כלומר , 3-ב בחלוקה 1 משאיר שארית 10-מכך ש

  : טבעי מתקייםk כי גם לכל החשבון המעגלי

10k ≡ 1(mod 3) , 10ולכןkak ≡ ak(mod 3)   

   החשבון המעגלי מתקבל כיומכלל הסכום של

a = a0+10a1+100a2+1000a3+…+10nan ≡ (a0+a1+a2+a3+…+an )(mod 3)  

  .3- ביוכל ספרות שווה לשארית החלוקה של סכום 3- השארית מחלוקת המספר ב:כלומר

  . 9-אותו השיקול יהיה נכון גם בחשבון המעגלי ביחס ל

שארית שנשארת ה אותה  היא9- ב או3-שהשארית של מספר עשרוני בחלוקה בכך הראינו 

 בדיוק כאשר סכום 9- או ב3- המספר מתחלק ב–ובמיוחד , סכום הספרות שלו בחלוקת

  . הספרות שלו מתחלק בהם

צענו את יאם ב,  למשל–עובדה זו יכולה לשמש לבדיקת פעולות חשבון במספרים גדולים 

ל סכום הספרות של המכפלה צריך להיות שווה יאז, פעולת הכפל כשורה  9- מעגלית ביחס
  .למכפלת סכומי הספרות של הכופלים

 

  . 7,506,652 וקיבלנו את התשובה 5,678-  ב1,234כפלנו   :דוגמה

וזה שווה , 10 הוא 1,234סכום הספרות של : 9-ביחס ל התרגיל לכפל מעגלי נתרגם את

  . 1-מעגלית ל

לכן המכפלה צריכה להיות שווה . -1-השווה מעגלית ל, 26א  הו5,678סכום הספרות של 

1  -מעגלית ל (-1) = -1 .  
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מכאן . 9- ביחס ל4-וזה שווה מעגלית ל, 31 הוא 7,506,652אבל סכום הספרות של 

  .שהכפל שגוי

 ייתכן –אין זה מבטיח שהתשובה נכונה , אם לא גילינו שגיאה בכפל המעגלי :אזהרה

  ).0שאינה דווקא  (9יבלנו למכפלה האמיתית היא כפולה של שההפרש בין התשובה שק

:כלומר, 11- חסר אחד כדי שיתחלק ב10-ל.  המצב מסובך יותר11-ההתחלקות בלגבי 

       10 ≡ -1(mod 11) , 1 ≡ 2(1-) ≡ 102ולכן( mod 11),   

    ,ובאופן כללי

10k ≡ -1(mod 11) כאשר kזוגי-  אי ,  

  ,  זוגיk כאשר 10k ≡ 1(mod 11)-ו

  =  …+a = a0+10a1+100a2+1000a3+…+10nan ≡ a0 - a1+a2 - a3             ולכן

[(a0+a2+ …) – (a1+a3+… )]( mod 11) =   

מספיק לעשות זאת לגבי ההפרש בין סכום , 11-כדי לבדוק את השארית בחלוקה ב, לכן

  : גייםזו- הספרות המופיעות במקומות הזוגיים לסכום הספרות המופיעות במקומות האי

   .11-   מתחלק ב11 = 2 – 4 – 8 + 9  :כיוון שמ, 11-להתחלק ב אמור 9,482 :  לדוגמה

  והשארית בחילוק     , 3 = 4 - 2 – 5 + 3 + 1 :  כיוון ש11- אינו מתחלק ב12,345, מאידך

   .3 היא 11-ל

  בעיות ומטלות , תרגילים

  . 8-נסחו ונמקו את תנאי ההתחלקות ב . 1

 נסו להיעזר בחשבון המעגלי כדי לפשט את – 13- מתחלק ב13456789בדקו האם . 2

  . החישוב

  : האם הטענה הבאה היא נכונה.3

  .2-זוגיים מתחלק ב-סכום כל שני מספרים אי)  א

  ?4-סכום כל שני מספרים זוגיים מתחלק ב)  ב

  : האם הטענה הבאה היא נכונה.4

  ;4-מכפלת שני מספרים זוגיים כלשהם מתחלקת ב)  א  

  ?4-אחד משני מספרים זוגיים עוקבים מתחלק ב) ב  

  :9-בדקו את פתרונות התרגילים הבאים בעזרת חשבון מעגלי ביחס ל. 5
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  263,283 = 13,702 - 276,985)  ב 291,687 = 13,702 + 276,985)  א

  30,028,718 =2,340,211 + 27,698,507)  ד  ä 1,372 = 3,621,020 2,785)  ג

  65,046,377 = 8,951,725 – 73,998,102)  ה

 81,949,827 = 8,951,725 + 73,998,102)  ו

  ä 8,951 = 662,356,078 73,998)  ז

  כמו( ספרות ששלוש ספרותיו האחרונות זהות לשלוש הראשונות 6הראו שכל מספר בן .   6

  .13- ו11, 7-מתחלק ב) 123123     

כמו (ספרתי -של אותו מספר דו ספרות המורכב משלוש חזרות 6הראו שכל מספר בן . 7

  .37- ו13, 7, 3-מתחלק ב ) 565656

  . 3-מתחלקים ב )=816x3כמו  (2n+1 וחלקם השני 2nראשם בש  xnהראו כי כל המספרים .   8

  . 3- ביםהפרשם או מכפלתם מתחלק, סכומם, שני מספרים טבעייםכל ב הראו כי   .9

 אינה משפיעה על 1,001ורדת כפולות של הראו כי הוספת או ה: "1,001תכשיר הפלא "  .10

 .13- וב11-ב, 7-השארית בחילוק ב

למספרים הבאים יש מחלקים  אם, במהירות,  זה כדי לבדוק"תכשיר"נסו להיעזר ב

     .314159,  14159,  4159,  4158   :17 -הקטנים מ
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 מספרים ראשוניים 

    .                   )     הרחבה(ם     מספרים ראשוניים ופירוק לגורמי10.3                      
   

מחלקים כלומר שאין לו ,  שאינו מתפרק לגורמים1-הוא מספר טבעי גדול ממספר ראשוני 

 1-מספר טבעי גדול מ ). ומהמספר עצמו1-כלומר מספרים טבעיים השונים מ(תיים יאמ

  :אשונים הם המספרים הראשוניים הר20קל לבדוק כי . רִיקפָּשאינו ראשוני נקרא 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71  

 כל מספר טבעי גדול – של המספרים הטבעיים "אבני הבניין"המספרים הראשוניים הם 

במכפלה יהיה רק , אם הוא בעצמו ראשוני(שוניים  ניתן להצגה כמכפלה של גורמים רא1- מ

  ).  הוא עצמו–גורם אחד 

, לפי הקריטריונים שראינו בסעיף הקודם,  מתחלק123,456קל לראות שהמספר , למשל

 שניתן כשנבדוק אותו נראה. 5,144 כשנחלק במכפלת גורמים אלה נקבל .3- וב23 = 8-ב

  . 5- או ב 3- ואינו מתחלק ב, זוגי אינו 643המספר . 643ולקבל , 8-לחלק שוב ב

ואילו , 7- מתחלקים ב7- ו630הרי  (7- הוא אינו מתחלק ב, 6 + 7 + 630 = 643  -כיוון ש

  . ) לא מתחלק– 6

שאינו   מראה7 - 650 = 643השוויון . 11-הוא אינו מתחלק גם ב,  4 ≠ 3 + 6-כיוון ש

13 = 650הרי  ( 13-מתחלק ב   .  )נו מתחלק אי7-ו, 13-ולכן מתחלק ב, 5

 האם עלינו להמשיך, 643 אינם מחלקים את 23- ו19, 17 מראה שגם דומה בדיקה

, לפחות, אז אחד מגורמיו, אם מספר הוא פריק אבל. 29המספר הראשוני הבא הוא ? ולחפש

aאז המכפלה  , אם                  וגם                 כי ,חייב להיות לא גדול מהשורש שלו b  יה תה

   .עצמו  cמהמספר כלומר , גדולה מהמכפלה                 

  .  כראשוני643 עלאנחנו יכולים להפסיק את חיפושינו ולהכריז , 643- גדול מ 292-כיוון ש

  ":עץ"עשינו בתרשים הפירוק שנוכל להציג את תהליך 

  

  

  

       

  

a > c > b c

c* c 
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  : הוא, זקה סימני החעל ידיכתוב בסדר הגורמים הראשוניים ומקוצר , והפירוק

123,456 = 26 3 643 

כפליים ב לפרק מספרים הקטנים ךכי בכל שלב צרי, תמיד  תהליך הפירוק חייב להסתיים

ולכן מספר הצעדים אינו יכול להיות גדול ממחצית , מהמספרים שבשלב הקודםלפחות 

  .המספר המקורי

ו לגורמיו בדיקת ראשוניות של מספר גדול או פירוק, כפי שאפשר ללמוד מדוגמה זו

לצורך זה אפשר להיעזר בטבלת מספרים .  להיות משימה לא קלהיםהראשוניים עלול

  ".הנפה של אֶרַטוֹסְתֶנֶס" הנקראת השיטההיא כזאת צר טבלה ישיטה פשוטה  לי. ראשוניים

 מספרים ראשוניים 

ג  אסטרונוםו אוגרףי, מתמטיקאי) ס" לפנהΕρατοσθένης;  276–194: יווניתב(ארטוסתנס 
מדידת הישגו החשוב ביותר הוא . מצרים, אלכסנדריהוחי ב) לובכיום ב (קירנהבנולד . יווני
, גאוגרפיהב, ספרותב, תיאטרוןב, שירהב, ארטוסתנס התעניין במדעי היקום. כדור הארץ היקף

אפולוניוס  כיורשו של תלמי השלישי הוא מונה על ידי ס" לפנה236בשנת .  ובטבעמתמטיקהב
  ).'ויקיפדיה'מ (הספרייה הגדולה של אלכסנדריה כמנהל מרודוס

  :וזו שיטתו של ארטוסתנס

, 400 עד 1-למשל מ, ם טבלה של כל המספרים הטבעיים בטווח שאותו רוצים לבדוקיוצרי

 ומעלה של המספר 2-מוחקים בכל שלב את הכפולות ב, 1ולאחר שמוחקים בה את המספר 

  .  שעדיין לא נמחקו,הלא מחוק הראשון

 את הכפולותמוחקים  אחר כך .2-כך מוחקים תחילה את כל המספרים הזוגיים הגדולים מ

, שעדיין לא נמחקו 5את הכפולות של בשלב הבא מוחקים . 3- הגדולות מ3 של )זוגיות- האי(

  . וכן הלאה

  . ברים שבטבלהי עד שעוברים את השורש הריבועי של מספר האממשיכים כך

  

  שאלות ומטלות, תרגילים                                            

כמה .  המספרים הראשונים400 של 20×20בלה הנפה של ארוסתנס על טההפעילו את . 1

? בשלישית? כמה במאה השנייה? 100- ל1כמה מהם בין ? מספרים ראשוניים קיבלתם

 ?ברביעית

  ?  מספרים טבעיים עוקבים יכול להיות ראשוני4האם סכום . 2

  ?   3654  - כמה מחלקים יש ל. 3
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תמיד נקבל , 7-  או ב5-ב, 3- ב, 2-הקטן ביותר שכאשר נחלק אותו ב Nמה המספר הטבעי . 4

  )N-1הסתכלו במספר : רמז(?   1שארית 

 3- כשנחלקו ב, 1 נקבל שארית 2- מה המספר הטבעי הקטן ביותר שכאשר נחלק אותו ב. 5

  ?10 נקבל שארית 11-  וכשנחלקו ב4 נקבל שארית 5-כשנחלקו ב, 2נקבל שארית 

כך שסכום כל שתי משבצות ) רבשורה או בטו ( 1-9 במספרים 3 על 3למלא ריבוע נסו . 6

  .        סמוכות יהיה ראשוני

. ובכל אחד מהם ידית נעילה, 100 עד 1- תאים ממוספרים מ100ספר יש -  במסדרון בית.7

תלמיד שני עבר אחריו והפך את מצב הידית . התלמיד הראשון עבר ופתח את כל התאים

והפך את , שי עבר אחריוהתלמיד השלי.  ובכל שאר התאים שמספרם זוגי2בתא מספר 

 הפך בתאים –הרביעי . 3-  ובכל שאר התאים שמספרם מתחלק ב3מצב הידית בתא מספר 

לו תאים נשארו לבסוף פתוחים יא. 100וכן הלאה עד התלמיד מספר , 4-המתחלקים ב

     ? לו נעוליםיוא

       ). פרקו את המספרים למכפלת מספרים ראשוניים:רמז(

   .)10.1 בסעיף 4שאלה  (10 עד 2המעגלי ביחס למספרים פל הסתכלו בלוחות הכ. 8

  . נסו לאפיין אותם?  גם באמצע הטבלה0לו מהם נמצא המספר יבא)    א

  !נמקו. nנסו להכליל לגבי לוח הכפל המעגלי ביחס למספר כלשהו )     ב

  ? איך תכירו שמספר הוא ריבוע מלא לפי הפירוק שלו למכפלת מספרים ראשוניים . 9

  ? כמכפלה של שני מספרים טבעיים144 בכמה דרכים אפשר לכתוב את .01

  :  כמה מחלקים יש למספרים הבאים.11

 1,200) ו     175) ה     120 )ד          60) ג     30) ב    28) א  

  .707,707 מצאו את כל המחלקים הראשוניים של  .12

  :פרקו לגורמים ראשוניים .13

  .2,004)        ז2,005)        ו2,006)           ה2,007)        ד2,008)       ג  2,009)         ב2,010) א
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 המחלק המשותף הגדול ביותר 

  .)  הרחבה(ר  כפולה משותפת קטנה ביותר ומחלק משותף גדול ביות   10.4        

אפשר להשתמש לשם         , -למשל          ו, כשרוצים למצוא מכנה משותף של שני שברים

ולכן נעדיף , אבל זה עלול לסרבל את החישוב.  2,160=90×24: כך במכפלת המונים שלהם

  . הכפולה המשותפת הקטנה ביותרלמצוא לשני המונים את 

1

90

1

24

דרך אחת למצוא את הכפולה המשותפת הקטנה ביותר של שני מספרים היא לפרק כל 

23=24: אחד מהם לגורמים ראשוניים 3 ,90 = 2 32 ואז להשתמש בכל גורם ראשוני , 5

 במקרה שלנו נקבל כפולה משותפת קטנה – שבה הוא מופיע בפירוקים ,בחזקה המרבית

23  :    יותר 32 5 = 360 .  

כי כל הגורמים של כל אחד מהם מופיעים , כך נקבל כפולה משותפת של שני המספרים

ובגלל , 8 אנחנו חייבים בגורם 24 כי בגלל ,אפשר להסתפק בפחות מזה-וברור כי אי, במכפלה

  . 5- ו9 בגורמים – 90

נחשב , שוטה יותרכדי להצביע על דרך פ. אבל פירוק לגורמים עלול להיות משימה לא קלה

לקבל את הכפולה המשותפת הקטנה  על מנתקטנו את מכפלת שני המספרים הבאיזה מספר 

  :ביותר

 במקרה שלנו – שלא השתמשנו בהםמכפלת הגורמים בשני הפירוקים זה הוא מספר 

את , למעשה, ולכן חילקנו, 24 בפירוק של 3 ועל הגורם 90 בפירוק של 2ויתרנו על הגורם 

2-  ב2,160המכפלה  3 = 6  .  

 שבה הוא מופיע באחד ,כיוון שמשתמשים בכל גורם ראשוני בחזקה הגדולה יותר, תכללי

  .  בפירוק השניאפשר להתעלם מאותו גורם כשהוא מופיע בחזקה קטנה יותר, משני הפירוקים

המחלק המשותף הגדול היא , 6במקרה שלנו , מכפלת גורמים אלה בחזקה הקטנה ביותר

   . של שני המספריםביותר

כדי למצוא את המחלק המשותף הגדול ביותר איננו חייבים לבצע פירוק לגורמים 

האלגוריתם : והיא נקראת על שמו, שיטה נוחה למצוא אותו מצא כבר אוקלידס. ראשוניים

  .של אוקלידס

שאלגוריתם דרך מוגדריםיטתית הוא כזו שצעדיה עוגהטב היכלומר להכנת מתכון ) כמו

מס משימה צעדיםלביצוע במספר המ. וימת שלמקור הלה בשמו

   )   )    

     י     

 ''    

   

בןמתמטיקאי הפרסי

ג, המאה התשיעית ללטינית. ואריזמיעפר מחמד אל חאבו שלבתרגום שמו              שובש

השם, לאלגוריתמימיואריז'ח-אל   ".אלגוריתם"ומכאן
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כל מחלק משותף של שני מספרים שלמים האלגוריתם של אוקלידס מבוסס על העובדה ש

לכן אפשר להסתפק בחיפוש . מחלק גם את השארית המתקבלת בחלוקת האחד מהם בשני

  . המחלק המשותף הגדול ביותר של השארית ושל המספר הקטן מבין השניים

כשהמספר הקטן מהשניים הופך להיות המספר הגדול , וב את אותה בעיהכך מקבלים ש

התהליך חייב , כיוון ששניהם קטֵנים בכל צעד.  היא המספר הקטן החדש–והשארית , החדש

השארית האחרונה ואז ,  בכך שלא תישאר שארית-  לאחר מספר סופי של צעדים - להסתיים

כלומר אם , 1אם היא (ל שני המספרים  שהיא המחלק המשותף הגדול ביותר 0-השונה מ

  ).  זה לזהזריםהם מכונים ועל כן , לשני המספרים אין מחלק משותף אמיתי

  :18 היא 24- ב90השארית המתקבלת בחלוקת , בדוגמה שלעיל

  18+ 24 3= 90 , 

  .18- ול24- המחלק המשותף ביותר לולכן בשלב השני מחפשים את

  . 6 + 18 = 24:  6 היא 18- ב24השארית של חלוקת 

  . 6 הוא 90- ו24המחלק המשותף הגדול ביותר של לכן ,  ללא שארית6-  מתחלק ב18

  : הצדקת האלגוריתם

a = cכלומר     , b- וa מחלק משותף של mאם  mו   -b = d m ,       

  : כךa-  בbתוצאת החלוקה של אפשר לרשום את ,  מספרים שלמיםd, cכאשר 

b = e a + S  

  . שארית-  S-ו,  הוא שלםeכאשר גם 

  :נמצא את השארית

S = b - e a = d m - e c m = (d - ec) m 

  .mהיא כפולה של   ) ea-b ( השווה להפרש גם השאריתכלומר 

  המחלק המשותף הגדול ביותר של המונה והמכנה של שבר הוא הגורם שבו יש :הערה

ר במספרים קטנים אין צורך אך ברור שכשמדוב, לצמצם את השבר כדי להגיע לצמצום מרבי

  .להשתמש לשם כך באלגוריתם של אוקלידס

  . b ,  2000= a =360:  את המחלק המשותף הגדול ביותר של שני המספריםמצאו    2דוגמה 

360 = 2000     :  360- ב2000מחלקים )  1 5 + 200 

200 = 360        :200- ב360מחלקים )  2 1 + 160 

160 = 200      :160- ב200מחלקים )  3 1 + 40 

40 = 160      :40- ב160מחלקים )  4 4,  

    .40- שווה ל360- ו2000המחלק המשותף הגדול ביותר של , כלומר

 המחלק המשותף הגדול ביותר 
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  שאלות ומטלות, תרגילים

מצאו את המחלק המשותף הגדול ביותר ואת הכפולה המשותפת הקטנה ביותר של זוגות   . 1

  : שונייםהמספרים הבאים על ידי פירוק המספרים לגורמיהם הרא

 83 ,386)   ג     75 ,2750)  ב               450  ,1800)   א  

 132 ,7293)  ו                 52 ,442)   ה                     91 ,427)    ד  

מצאו את המחלק המשותף הגדול ביותר ואת הכפולה המשותפת הקטנה ביותר של זוגות   . 2

  .תם של אוקלידס בעזרת האלגורי1 מספרהמספרים שבשאלה 

  ?האם המכנה המשותף של שני מספרים יכול להיות גדול מהפרשם  . 3

  :צמצמו ככל האפשר את השברים  . 4

 המחלק המשותף הגדול ביותר 

34891    )ד      ) ג)                               ב)                               א  

113183
1254

3705

תף פי כמה גדולה הכפולה המשותפת הקטנה ביותר של שני מספרים מהמחלק המשו  . 5

  ?4אם מנתם היא , הקטן ביותר שלהם

 משאיר 4- חילוקו ב, 1 משאיר שארית 3-  הקטן ביותר שחילוקו בNמצאו את המספר   . 6

  ?4 משאיר שארית 6- וחילוקו ב3  משאיר שארית5- חילוקו ב, 2שארית 

  ).N+2במספר  התבוננו: רמז(

, במקרה, יא נתקלהה. אישה נשאה לשוק סל גדול מלא ביצים) בעיה צרפתית עתיקה(    7

 שאל האיש כדי לפצות – "?כמה ביצים היו בסל". הסל נפל והביצים נשברו, בעובר אורח

אבל אני זוכרת שכשהוצאתי את הביצים ",  ענתה",איני יודעת". את האישה על האובדן

אבל כאשר , תמיד נשארה בסל ביצה אחת,  ביצים6 או 5, 4, 3, 2-מהסל בקבוצות של

  ? כמה ביצים היו בסל". לא נשארה אף ביצה– 7בוצות של הוצאתי אותן בק

את הממתקים שרכשו .  ועד עובדי מפעל החליט להעניק חבילות שי לכל ילדי העובדים.8

 התגלתה לארוז את הממתקים בשקיותאולם כאשר התחילו , בשקיות ביקשו לארוז 

 ממתקים 9סו כאשר הכני;  ממתקים9נשארו , שקיתל ממתקים 10כאשר הכניסו : בעיה

. 6 נשארו –שקיתל 7וכששמו ; 7 נשארו - שקית ל 8כשניסו להכניס ; 8 נשארו –שקית ל

 2-הסתבר שכך זה אמור להימשך עד ל; ברוב ייאוש לקחו עט ונייר והתחילו לחשב

 – 4כשיכניסו , 4 יישארו – 5כשיכניסו , 5 יישארו – 6כשיכניסו : ממתקים לשקית

כמה .   יישאר ממתק אחד– בשקית2וכשיכניסו רק , 2שארו  יי– 3כשיכניסו , 3יישארו 

   ?    ממתקים רכש הוועד

                .הם זרים זה לזה, 32זוגיים הוא -הראו שאם ההפרש בין שני מספרים אי  .9

132

7293

273

741
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 ?ספרים ראשוניים ישכמה מ 

 ?כמה מספרים ראשוניים יש  10.5 

בודקים את השכיחות היחסית של המספרים הראשוניים בקרב כל המספרים הטבעיים כש

יש בזה גם . שכיחות זו הולכת ויורדתהיא ש  הכללית מגמהשה רואים  ,nעד מספר מסוים 

  . נוספים לנו עוד מחלקים שחייבים להתחשב בהם,  שאנחנו מרחיקיםככל כי , היגיון

כבר על שאלה זו ?  מספרים ראשונייםעודהאם ייתכן שממקום מסוים ואילך לא נמצאים 

, גדול כאשר יהיה, nשלכל מספר טבעי , בהוכחה גאונית בפשטותה,  שהראה,ענה אוקלידס

  . אפשר למצוא מספר ראשוני גדול ממנו

 n ועד 1- של כל המספרים הטבעיים מP  לשם כך הציע אוקלידס להסתכל במכפלה 

  :)!n: ומסמנים אותה בקיצור, ) באנגליתn factorial  - " עצרתn "יםראומכפלה זו קל(

n! = 1 2 3  … n   

 המספר ולכן, n- וכלה ב2- מתחלקת בכל המספרים הטבעיים החל בPברור שהמכפלה 

אחד לא ב אינו מתחלק אף לכןו,  בחלוקה בכל אחד מהם1 משאיר שארית  ,P + 1,הבא

  .מהם

ואחד מהם חייב להיות , n-הם חייבים להיות גדולים מ, ש לו מחלקים אמיתייםאם י, לכן

ובכל . n-הוא עצמו ראשוני וגדול מ, אם אין לו מחלקים, עם זאת. n-מספר ראשוני הגדול מ

  . מקרה הגענו ליעדנו

 nנעשה זאת רק עבור ערכי ,  גדל מהר מאוד!n-מכיוון ש( אחדים n  נדגים זאת עבור ערכי 

                         כי ברור , כל פעםאת המכפלה מההתחלה  אין צורך להתחיל !nלחישוב ). קטנים

(n+1) = !(n+1) -ש n!:  

(n + 1)! = 1 2 3 …  n  (n + 1) = n!  (n+1) 

                n! 

P = 2! = 1אזי , n = 2אם    .2-  ראשוני גדול מP+1 = 3-ו, 2 = 2

P = 3! = 2אזי , n = 3אם    .3-  ראשוני גדול מP+1 = 7-ו, 6 = 3

P = 4! = 6אזי , n = 4אם    , 5,  שהגורם הראשוני שלוP+1 = 25 = 52-ו, 24 = 4

  .4- גדול מ

P = 5! = 24אזי , n = 5אם      שהגורם הראשוני שלוP+1 = 121 = 112-ו, 120 = 5

  .5-גדול מ 11

P = 6! = 120אזי , n = 6אם      7-כש, 7103  -  מתפרק כ  P + 1 = 721-ו, 720 = 6

  .6-ראשוני הגדול מ
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      ,2- מתחלק בP + 2: מדוגמה זו של אוקלידס אנחנו יכולים ללמוד עוד עובדה מעניינת

P + 3  3-מתחלק ב ,P + 4כן הלאה עד ו 4- בP + n .  

 גדול כאשר הויהי, nלכל מספר טבעי כלומר . לכן אף אחד מהמספרים האלה אינו ראשוני

  . שאף אחד מהם אינו ראשוני , מספרים טבעיים עוקביםnאפשר למצוא סדרה של , יהיה

  .בסדרת המספרים הראשוניים אפשר למצוא פערים גדולים כרצוננו: במילים אחרות

 ?ספרים ראשוניים ישכמה מ 

        

 ו ו ו ו ו   

    ,  

       

ו  -        

      

 

       

    

 ו 

זאת כש, לעומת המספרים הראשונייםמתבונניםגם של,  ברשימת זוגות פעם מדי מוצאים

רק ביניהם הוא . 29-31, 17-19, 11-13, 5-7, 3-5: 2מספרים ראשוניים שהפער

נקראים כאלה כשמרחיקים ברשימה. זוגות ראשוניים תאומיםזוגות מספרים מוצאיםגם

עד . זוגות כאלה הראשוניים הזוג, זוגות כאלה35 נמצא 1,000ברשימת הוא בהם כשהאחרון

תאומים. 883 ו881 ראשוניים גות אינסוף ז יש הבעיותאחתהיאזוהבעיה עתיק? האם

המספריםהפתוחות בתורת יותר מ. (המפורסמות בני ראשוניים תאומים -לאחרונה התגלו

  !). ספרות100,000

  0 5 11 317 71 91 92 13 ... 188 388 ?? ...  

היא מפורסמת אחרת גוֹלדבַּךהשערבעיה פתוחה שכל מספר זוגי גדול מ :ת נכון 2- האם

ראשוניים מספרים שני סכום של             ,5+5 = 10, 3+5 = 8, 3+3 = 6, 2+2 = 4: הוא

הלאה 7+5 = 12   ?וכן

נשאלת השאלה כיצד ,  לערוך רשימה של כל המספרים הראשונייםמכיוון שאיננו יכולים 

מבלי לנסות לחלק אותו בכל המספרים , הוא ראשוני או לא  nנוכל לדעת אם מספר מסוים 

של " הקטן "המשפטבמה שנקרא , לשאלה זו יש רק תשובה חלקית  .        -הקטנים מ

  :פרמה

n  

   n mod( 1≡ 1-na( מתקיים השוויון המעגלי  aאז לכל מספר טבעי , הוא ראשוני  n אם 

 . 1  משאריה שארית n- של כל מספר טבעי ב(n -1)חלוקת החזקה , כלומר

  ,  n – 1 = 4  :  ועבור כמה מספרים טבעיים נקבלn = 5ניקח , לדוגמה

4 = 1 ≡ 1(mod 5)  (1 = 0 5 + 1)1  

24 = 16 ≡ 1(mod 5)  (16 = 3 5 + 1) 

34 = 81 ≡ 1(mod 5)  (81 = 16 5 + 1)  

44 = 16 16 ≡ 1 1=1(mod 5) (16 16 = 256 = 51 5 + 1)  
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ית של מספר -) n–1 (-השארית של חלוקת החזקה ה,  אינו ראשוניn אם, לעומת זאת(

  : יכולה לקבל ערכים שוניםn -טבעי ב

23 = 8 ≡ 0(mod 4)  

5 = 32 ≡ 2(mod 6)2  

14 = 47 = 163 4 ≡ 134 = 4(mod 15)2  

  ). 11(mod 15)1 = 17 ≡ 1217= 14                               -למרות ש

  .הוכחת משפט זה דורשת ידע מעמיק בתורת המספרים

אנחנו עשויים לגלות , a כמה ערכים שונים של (n – 1) בחזקת מעלים רשאכ: הערה 

אין , אבל גם אם השוויון המעגלי יתקיים עבור כל הערכים שניסינו, וני ראשאיננו nשהמספר 

  . הוא ראשוניn -הדבר מבטיח לנו ש

פי על לעיסוק מתמטיאף שנים במשך אלפי נחשב ראשוניים "טהור"שהעיסוק במספרים

אחר שום שימוש לושאין לו חשיבותהואנושאשההסתבר בעשורים האחרונים, מעבר בעל

המתמטיקהקא דוורבה של ההצפנהבלמשלכמו,  בענפים אחרים כך  נספר- תורת ועל

הבאים   בסעיפים

         , 

         

         

 .

        

(,  

       

      

של פרמה"הכינוי מהמשפט" המשפט הקטן להבדילו פרמה" הגדול"בא כדי דה. של פייר

של תורת המספרים החדשה, 6בפרקאותו הכרנו כבר ש1665- 1601(פרמה  . הוא אביה

שהעלה בתו זו בדורותהשערותיו והבעיות תורה של עצומה המספרים הביאו להתפתחות רת

הטענה ניסח פרמה1637בשנת . שאחריו פרמה"כינוי הידועה באת של האחרון , "המשפט

לטענה זו הוכחה אחריו      . מבלי שהשאיר

  שאלות ומטלות, תרגילים                                             

 ?ראשוני  1 + !10האם . !10חשבו את  .1

  ?הוא ריבוע מלא 25 !האם.   2

כפלת המספרים הראשוניים     במPהראו שבהוכחה של אוקלידס ניתן להחליף את . 3

  .n-הקטנים מ

 מספרים 4 מה בדבר סכום ? מספרים טבעיים עוקבים יכול להיות ראשוני3האם סכום  .   4

   ?טבעיים עוקבים

 .  כסכום של שני מספרים ראשוניים100הציגו כל אחד מהמספרים הזוגיים עד  .5

 .n = 11 עבור aבדקו את המשפט הקטן של פרמה לחמישה ערכי  .6

 ?ספרים ראשוניים ישכמה מ 
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 וגם בחלוקה p גם בחלוקה במספר הראשוני 1 משאיר שארית a שאם המספר ,ראוה .7

p גם בחלוקה במכפלה 1הוא משאיר את השארית ,  qבמספר  הראשוני  q. 

  1+!2+!3+!…+8+!…+9!באיזו ספרה מסתיים המספר     .8

   .ראשוני  n אז ,   n- מתחלק ב)n - 1!( + 1הראו כי אם    .9

  . מספרים עוקבים פריקים11מצאו ) ב.      ם עוקבים פריקים מספרי5מצאו ) א  .10

  ? 3 ,2, 1ספרתיים שונים אפשר להרכיב מכל שלוש הספרות -כמה מספרים תלת) א  .11

  ? 4 ,3 ,2, 1ספרתיים אפשר להרכיב מכל הספרות -כמה מספרים ארבע) ב  

  .נסו להכליל  ? ספרות5מה לגבי )  ג  

 ?ספרים ראשוניים ישכמה מ 

  שבון מעגלי וחהצפנה,     כתבי סתר10.6

, מפקדי צבא, דיפלומטים, ניסו שליטים, שהכתב חדל להיות נחלתם של יחידי סגולהמאז 

.  כך שרק יודעי סוד יוכלו לפענח את הכתוב,כתב סתריםמרגלים ואחרים להעביר מסרים ב

  . לשם כך פיתחו כבר הקדמונים שיטות רבות ומגוונות

רופי ימאותיות או מצ, רכב מספרותומפן הוסתרים משתמשים בדרך כלל בצהכתב ליצירת 

כלומר מתרגם אותו בעזרת הצופן לכתב ,  אותומצפין מי שמשגר את השדר הסודי. ליםימ

כלומר להשתמש בצופן כדי לתרגם את ,  אותולפענחמי שהשדר מיועד אליו צריך . הסתרים

  .השדר מכתב הסתרים לנוסחו המקורי

. חד למטרה זוומצאו במיושה, ות ומשונותשונבית -  אלףבאותיותישנם צפנים הכתובים 

, כזה. אלא ממגבלות טכניות, דווקא מטעמי סודיותנעשה  השימוש בצופן כזה אינו , לפעמים

     . או באיתות אורבטלגרףלשידור מסרים  ושתמשהשבו ,  מורסצופן הוא ,למשל

או הבזק צליל או הבזק אור קצר וצליל ,  נקודה וקו–צופן מורס משתמש בשני סימנים 

  . צירוף של סימנים כאלהבבית מיוצגת -וכל אות של האלף, דומהאור ארוך וכ

 צופן מורס
  ···  ש ·−−−  ע  −·−  כ  ·  ו  ·−  א
  −  ת  ·−−·  פ  ·−··  ל  −−··  ז  −···  ב
      ·−−  צ  −−  מ  ····  ח  −−·  ג
     −−·−  ק  −·  נ  ··−  ט  −··  ד
      ·−·  ר  −·−·  ס  ··  י  −−−  ה

  
תקשורת על בסיס צופן מורס על שיטות השידור אחרות הוא היתרון העיקרי של שיטת הה

כמו פנס , המשדר יכול להסתפק במכשיר פשוט. בכך שהיא אפשרית בטכנולוגיה פשוטה ביותר

  . אלא למיומנות מסוימת בפענוח הצופן, ומקבל שידור כזה אינו זקוק לשום מכשיר,  או צופר
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במורסםהמפורסצירוף האותיות  מורכב. S.O.Sלעזרה הקריאההואביותר שדר זה

נקודות ראשי,  ) ···−−−··· ( שלושה קווים ושלוש נקודות, משלוש הם שאלו לטעון  מקובל

הזעקה של נפשותינו" (Save Our Souls: "התיבות ראשי, הצילו את אלה אינן אותיות אך

כלל פשטות שידורןנבח, ולמעשה, תיבות עקב הסימנים, רו טים ··· −−−··· שכן פש הם

ולזיהוי, לזכירה קוד, לשידור או בקליטת בשידור מיומנים שאינם גם לאלה מאפשרים ובכך

לפענחלשדר, מורס המצוקהאו אות את    ולהבין

 בולטות שסימניו מורכבים מנקודות צופןכתב הוא ש כתב ברייל אחרת היאחשובה דוגמה 

 . חוש המישושקריאה באמצעות  לעיווריםמאפשר מה ש, הדףשטח  פני על

  

  

  

   

 .מחליפות את משמעות האותיותאלא , שיטות הצפנה אחרות אינן משתמשות בכתב מיוחד

. בית-באלףסימטרית לה אות הבכל אות מוחלפת בו ש  , ש"תבַּאַכך הוא הצופן העברי העתיק 

  . כדומהו ף"קוב ל"גימ, ן"שיבמוחלפת  ת"יב, ו"תיבמוחלפת  ף"לא

אֵיךְ נִלְכְּדָה : "כמו בנבואת הזעם של הנביא ירמיהו על בבל, ך"צופן זה נמצא אפילו בתנ

 בפסוק .ש" בצופן אתב"בבל "היא " שךש "- )  מא,ירמיהו נא" (הָאָרֶץ- כָּלשֵשַךְ וַתִּתָּפֵשׂ תְּהִלַּת 

בָּבֶל וְעַל -הִנְנִי מֵעִיר עַל: "יותר הראשון באותו פרק משתמש ירמיהו בצופן זה באופן מתוחכם

 כינוי אחר  – "כַּשְֹדִים"הוא ש "בצופן אתב" בית קמי "–" יֹשְבֵי בֵּית קָמָי רוּחַ מַשְחִית

  .לבבלים

יוליוס קיסר היה מעביר שדרים סודיים על ידי החלפת כל :  צופן יוליוסא היעוד דוגמה 

  :באנגלית זה היה נראה ככה. בית המעגליהשלישית שאחריה בסדר האלף  אות באות

 a        d,  b         e, c        f, …,    v        y , w         z, x         a, y         b, z         c 

הצופן כי פעולת נראה ו, z = 26עד '  וכוa = 1 ,b = 2 ,c = 3 ר : כך ,נתרגם זאת למספרים

 –והפענוח הוא הפעולה ההפוכה , 26 - בחשבון המעגלי ביחס ל3של יוליוס קיסר היא הוספת 

אלא עם כל מספר אחר , 3 אפשר לעשות זאת לאו דווקא עם ,כמובן.  בחשבון המעגלי3חיסור 

  .מוסכם מראש

כמו , אפשר לסבך את ההצפנה בחשבון מעגלי גם על ידי שימוש בפעולות חשבון אחרות

  ). שאלהאור (כפל מעגלי
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האמצעי . המשותף לכל השיטות שהזכרנו עד עתה הוא שכל אות מוחלפת בסימן קבוע

הם : העומד לרשות מפצחי הצופן כדי לפענח שדר מוצפן בשיטה כזו הוא ניתוח שכיחויות

מנסים להשוות את השכיחות היחסית של הסימנים לטבלת השכיחויות של האותיות 

  .ולפי זה לנחש את משמעותו של כל סימן, בטקסטים בעלי אופי דומה באותה שפה

 השכיחות היחסית של האותיות בעברית
 4.55%  ש 2.97%  ע 2.70%  ך+כ 10.00%  ו 4.94%  א
 5.32%  ת 1.98%  ף+פ 6.29%  ל 0.88%  ז 4.98%  ב
     1.42%  ץ+צ 7.60%  ם+מ 2.36%  ח 1.26%  ג
     1.95%  ק 4.61%  ן+נ 1.08%  ט 2.59%  ד
     5.42%  ר 1.55%  ס 10.78%  י 8.18%  ה

  :לפנינו מכתב מוצפן בזו הלשון, לדוגמה

שגתב מאשג תתכף צמית אצבי פתאץ תגהף צתגה צממת צאפץ פפשף  צפפס פבלז כוטם 

  .צימיאצפי פגפס תכפץ מייג סואי זכוט מ

  :נחשב את האותיות המופיעות בטקסט המוצפן לפי שכיחות הופעתן

  .1-ל ,2-ט, 2-ז ,2-ו, 3-ש ,3- ס ,3-ב ,4- כ, 5- י, 6- ג ,7- ת, 7- א, 9-פ ,11- צ ,11- מ

וזאת לעומת חמש , פ-צ ו,  אנו רואים ששלוש האותיות השכיחות ביותר כאן הן מ

 לכן אנחנו מניחים שלא מדובר פה בהצפנה. ה, ו, שהן י, האותיות השכיחות ביותר בעיתונות

אנחנו . אלא בהצפנה על ידי החלפת אותיות באותיות אחרות, על ידי שינוי סדר האותיות

  :  בהם מופיעות האותיות השכיחות האלה כשרשרות רציפותשרואים גם כמה מקומות 

ם ס פבלז כוטצפפ  ףשפץ פפא צאצממתגה ף צית אצבי פתאץ תגהף צמשגתב מאשג תתכ

  .ייג סואי זכוט מצימיפץ מי פגפס תכצפא

ולכן ננסה תחילה את האפשרויות להציב ,  חוזרת פעמיים כמעט ברציפותפצפפהשרשרת 

: שש האפשרויות לכך הן. שביניהן ש במקום האות xי ונציב  ,ו ,בה את האותיות ה

    .יוייxיויי, יהייxיהיי, ויווxויוו, והווxוהוו, היההxהיהה, הוההxהוהה

ונראה שמכל , )נתחיל בשכיחות יותר( את אחת האותיות האחרות  xסה להציב במקוםננ

במקום . בא בחשבון בשפה העברית... והוו)ב(והוו)ת(רק הצירוף , הצירופים האפשריים

בראשית ברא "נוכל לנחש מיד שלפנינו הפסוק , להמשיך בעבודה המפרכת של ניסוי וטעייה

 הייתה תוהו ובוהו וחושך על פני תהום ורוח אלוהים אלוהים את השמים ואת הארץ והארץ

  .ש" ולמצוא שהוא מוצפן בצופן אתב,"מרחפת על פני המים

 כתבי סתר והצפנה 
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וניתוח השכיחויות הוא יעיל יותר ככל , עבודת הפענוח היא הרבה יותר קשה, בדרך כלל

ולכן יש הסתברות גבוהה שהשכיחות היחסית בטקסט המוצפן תהיה , שהטקסט ארוך יותר

  .לשכיחות היחסית שבטבלת השכיחויותקרובה 

לו זוגות י א–בטקסטים ארוכים ניתן להתייחס גם לשכיחויות היחסיות של צירופי אותיות 

  .לו נדירים יותר וכן הלאהיאותיות מופיעים לעתים קרובות וא

 זאת ו, ושייםחות האנוכתבי הסתרים והצפנים למיניהם העסיקו ומעסיקים את טובי המ

לפיכך מומצאות בכל דור . כלכליותצבאיות ו, מדיניותודיות בהעברת ידיעות כדי לאפשר ס

שיטות ההצפנה והפענוח . שיטות הצפנה ושיטות פענוח מסובכות יותר ומתוחכמות יותר

על ובכלים מתמטיים מתקדמים מתורת המספרים ומענפים - המודרניות משתמשות במחשבי

  .אחרים של המתמטיקה

  שאלות ומטלות, תרגילים

ידי  . 1 על גם יכולה להיעשות יכולה. העלמת הטקסט     העברת מסרי סתר העלמה כזו

לעין, למשל, להיעשות שאינו נראה הטיפולאלא, בדיו כימי את שנייר מקבל עד

הצעות לדיו סתר. המתאים כמה   :נסו אותן. הרי

  

        

  

    )    

   .

  .

  .

  )  

(

     

סוכר  ) א   הכתוב.  מי לקרוא את שהתייבשכדי לחממו בזהי) כמובן, לאחר עליש רות

נחרך. גבי נר לפני שהנייר להשחיר   האותיות אמורות

לימון)  ב      כמו מי הסוכר-לקריאה. מיץ

אצבע מפויחת -לקריאה. חלב)  ג     העבירו

לאחרהשתמשו במיץ ענבים –לקריאה. תמיסת סודה לאפייה במים) ד   הכתב ייעלם

  זמן  

ידי   . 2 סתר היא על מסרי גדול יותרהסתרשיטה אחרת להעברת בתוך טקסט . ת הטקסט

זו"... אַבַּנִיבִּי" מאוד לשיטה פשוטה      . היא דוגמה

י  היא    לוגיםשיטה מתוחכמת קצת יותר טקסט– שיטת הד כל שתי אותיות בין מכניסים

קבוע של הניסיונות". אותיות זבל"סמוכות מספר עקב לפרסום רב זו זכתה שיטה

בתנ שהוסתרו"למצוא מסרים זו, הלכאור, ך   בשיטה

     

       

    .

     

    )   

      

   ,    

     )  

 .

בין) א   חבר בדילוגים באורך המספר שבחרתם7- ל3בחרו מספר עם תנו.  ונסו להתכתב

לפענח את הכתוב   לנסות אחר שמדובר בכתב דילוגיםלחבר יודע אך אינו, החבר

אורך הדילוג   את הטקסט, יודע מתחיל המסר תחילת   ). ובאיזו אות לאחר

שהומצאה בשימו  . 3 הסתרה שיטת יקרש באנגליהנסו היה בדואר  כאשר משלוח מכתב

משלוח עיתון מאשר בו. הרבה יותר וסמנו אובחרו עמוד מוסכם בעיתון ) בניקובבצבע

אותיות הטקסט לפי סדר הופעתן   את
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     )       

הטקסט  . 4 אותיות מראש בסדר שינוי מוסכם ידי גלוי היא על לא להעברת מידע שיטה . עוד

ע מימי היווניםדוגמה מפורסמת לכך ידועה המסופר. וד לשלוחהטָרְפַבני סְנהגו לפי

מקל על קלף שנכרך מלחמה הודעות באמצעות בצורה. בימי על הקלף האותיות נכתבו

לקר, כזאת אפשר מקלשהיה כיאות על את הקלף גוללו אם בדיוקא אותן רק שגדלו

המקוריכג המקל                                                                               דל

הבאה   שינוי הסדר בשיטת חבר עם להתכתב במלבן: נסו אותיות המסר סדרו את

מראש שורה, שמידותיו מוסכמות אחר שורה לא אותו אלא, כפי שנכתב מראש, וכתבו

טור אחר   . טור

הכתוב    לפענח את לנסות אחר לחבר מה השיטהתנו יודע אינ, החבר מידותאך את יודע ו

  ).המלבן

אך , דרך פשוטה(העבירו אותו לחבר בכתב או בדרך אחרת . כתבו מסר קצר בכתב מורס  . 5

 של היד ולהניח עליו ) אמהה( היא להחזיק עיפרון במאוזן על האצבע האמצעית, רועשת

לחיצה קצרה .  ולהניח את היד על השולחן,)אצבע וקמיצה(את שתי האצבעות השכנות 

  .   מסמנת קו–לחיצה ארוכה יותר ,  ומיד לחיצה נגדית בקמיצה מסמנות נקודהבאצבע

  .בחרו קטע קצר מספר עברי וכתבו אותו בשישיות של משבצות לפי כתב ברייל  . 6

  .ש והעבירו לחבר לפענוח"הצפינו אותו בצופן אתב, בחרו פסוק מספר בראשית  . 7

  :מ"אלבפן ש היה נהוג בעברית גם צו"בדומה לצופן אתב  . 8

 ת"בי, ד"לממתחלפת עם  ף"לא: בית לשניים- חילופי האותיות נובעים מחלוקת  האלף  

  . וכן הלאה ן"נועם  ל"גימ, ם"ממתחלפת עם 

  ?מה הקשר בין צופן זה לצופן יוליוס קיסר. מ"החליפו מסר מוצפן בשיטת אלב  

 ):אֲפִינִיתהצפנה (נסו שיטת הצפנה מעגלית הכוללת גם פעולת כפל וגם פעולת חיבור    .9

  לביטוי מעגלית  שווה  שמספרה  באות   kהוא  בית -באלף שמספרה  האות  החליפו את 

 5k + 7 יכול לבוא כל 7במקום ,  הם רק דוגמאות7 - ו5כמובן שהמספרים . (22-ביחס ל 

 ).?האם תוכלו להסביר מדוע. 11 - ומ2 - מספר השונה מ– 5ובמקום , 22 -מספר קטן מ
לטבלה דומה ) מעוגלת לעשירית האחוז(ווה את טבלת השכיחויות המובאת לעיל נש. 10

  : אותיות עבריות180,000המבוססת על קובץ שהכיל 
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      4.3  5.3  1.6  3.7  8.3  9.8   0.7  2.4  1.5   1.2   2.6  6.9    

    מ    נ     ס     ע     פ      צ     ק     ר    ש     ת           

        7.6 4.6  1.6  3.0  2.0   1.4  2.0  5.4  4.6  5.3  

        9.3  3.5 1.9  3.2  2.6  1.4  2.2   5.2  4.7  6.9  

  האם הבדל זה משנה משמעותית את תהל?  ההבדל בין הטבלאותאיך תסבירו את
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  .                    )        הרחבה     (ח לפי מפת  הצפנה10.7                                        

 מילת לפיהומצאה שיטת ההצפנה , כדי להקשות על פענוח הצופן בעזרת טבלת שכיחויות

  :10-נדגים זאת תחילה בהצפנת מספרים בחשבון מעגלי ביחס ל. מספר מפתח או מפתח

 ואנו רוצים להצפין את הספרות הראשונות של 150942 מספר המפתחשהסכמנו על נניח 

  . 3.1415926535 שהן, πהפיתוח העשרוני של 

  ונקבל,לספרה הראשונה את הספרה הראשונה של מספר המפתח) מעגלית(לשם כך נחבר 

    -  לרביעית, 04+ = 4לשלישית נקבל , 51+ = 6 ונקבל 5לספרה השנייה  נחבר , 13+ = 4

)10mod (0 ≡ +91 ,לשישית, 45+ = 9 - לחמישית  -  )10mod (1 ≡ +29, עכשיו נחזור שוב 

  .  וכן הלאה10mod (1≡+56 ,5 = +05(, 12+ = 3 :על מספר המפתח

  . 46409131529: אם כך, השדר המוצפן יהיה

, 4=4-0, 1=6-5, 3=4-1:  את ספרות המפתח לפי סדרןלחסר מעגליתמפענח השדר צריך 

0-9 ≡ 1(mod 10) ,9-4 = 5 , 1-2 ≡ 9(mod 10) ,וכן הלאה .  

אפשר לנסות ולפענח את השדרים הסודיים על ידי טבלת , אם מפתח ההצפנה הוא קצר

 עבודה קשה זו יכולה להתבצע בעזרת –השכיחויות של צירופי אותיות באורך המפתח 

  . מחשבים

להשתמש במפתחות ארוכים נאלצים שותפי הסוד , כדי להבטיח את סודיות השדרים

ברור . ך החל מפרק ג פסוק ד של ספר דברים"על ספר התנ, למשל, הם יכולים להסכים. מאוד

הבעיה במפתח הצפנה ארוך היא בכך שהוא . יקשה מאוד לפענח את הצופן, שללא רמז כלשהו

 וששותף הסוד אינו יכול, יכול להיתפס על ידי היריב כאשר מעבירים אותו לשותף הסוד

, ספר או בכל צורה אחרת, פה ולכן חייב לשמור אותו בהישג יד כמסמך לזכור אותו בעל

 שיאפשר לפענחו במחשבים רבי העצמה של ,ומישהו עלול לשים יד עליו או לקבל רמז לגביו

  .ימינו

פותחה שיטת  של המפתח ההעברה הבטוחה . המפתח הציבוריכדי לפתור את בעיית

זו המספריםהמבוססת על ת, בשיטה למרכז, ורת אחד להצפין מסר שהוא שולח יכול כל

שאינו חסוי) הבנק וכדומה, המפקדה, הממשלה המרכז. באמצעות מפתח ציבורי אבל רק

את השדר לפענח לו, יכול הידוע רק פרטי מפתח באמצעות   . וזאת

    

     

)   

       

        

     ו 

        

מספר  הוא העיקרי במפתח הציבורי של שני מספריםNהמרכיב כמכפלה המתקבל

גדוליםראשו רק למרכז , p -q, ניים הוא. הידועים מאוד שפירוק מספרים גדולים מכיוון

מאוד היא, משימה קשה פיההנחה על מציאת, לו ידועה לכq- וp של Nשהמכפלהשאף
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 -       

       

       

      

     .

     

כמות העבודהq וpהגורמים שלה אפשרית בגלל בלתי העצום,  היא הזמן בגלל שהיא, ולכן

לקחת בוחר גם מס. אמורה טבעיהמרכז למכפלה  eפר   . ומפרסם גם אותו (q-1)(p-1)שזר

למספר  הופך את המסר למרכז מסר חסוי שרוצה לשלוח מי  Mכל

השארית, בדרך מוסכמת הCומחשב את החזקה לM שלe- של   :N- ביחס

C ≡M e(mod N) .המספרC  שולח שהוא המוצפן השדר   הוא

קרוי  הציבורי שתיארנו ראש, RSAהמפתח ממציאיולפי של  :י התיבות

  .וליאונרד אדלמן) מדען ישראלי ממכון ויצמן( עדי שמיר, ריבסטרון 

        
  

                  
  

  10סיכום פרק 

, a ≡ b(mod p)וכותבים , pביחס למספר  b למספר שווה מעגלית aאומרים שהמספר  •

m הוא כפולה שלמה (a - b)כאשר ההפרש  p של המספר p ,כאשר קיים מספר כלומר 

  ).  0שלילי או ,  יכול להיות שלם חיוביb+ p m= a   )m :כך ש mשלם 

  .p- משאירים אותה שארית בחילוק בb-ו a אם a ≡ b(mod p): ניסוח אחר הוא

        ,a + c ≡ b + d(mod p)אז   , c ≡ d(mod p)- וa ≡ b(mod p) אם  
  .a -c ≡ b -d(mod p)אז   , c ≡ d(mod p)- וa ≡ b(mod p) אם  
aאז   , c ≡ d(mod p)-ו a ≡ b(mod p) אם   c ≡ b d(mod p),  

  . יכולה להתאפס0-מכפלה מעגלית של מספרים שונים מ •

   :סימני התחלקות •

o 0 כשהיא 10-והוא מתחלק ב, 5 או 0 אם הספרה האחרונה היא 5-מספר מתחלק ב.  

o 4- אם המספר המורכב משתי ספרותיו האחרונות מתחלק ב4-מספר מתחלק ב.  

o סכום הספרות שלו מתחלק בהםאם 9- או ב3-מספר מתחלק ב  .  

o אם סכום הספרות שלו בסימנים מתחלפים לסירוגין מתחלק 11-מספר מתחלק ב     

  .11-ב  

  .  שאינו מתפרק לגורמים1-הוא מספר טבעי גדול ממספר ראשוני  •

אם הוא בעצמו ( ניתן להצגה כמכפלה של גורמים ראשוניים 1-כל מספר טבעי גדול מ •

  ).  הוא עצמו–מכפלה יהיה רק גורם אחד ב, ראשוני
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 של שני מספרים היא מכפלת הגורמים הראשוניים הכפולה המשותפת הקטנה ביותר •

  . כל אחד בחזקה הגדולה יותר בה הוא מופיע, המופיעים לפחות באחד מהפירוקים

 של שני המספרים הוא מכפלת הגורמים הראשוניים המחלק המשותף הגדול ביותר •

בה הוא מופיע שכל אחד בחזקה הקטנה ביותר , חות באחד מהפירוקיםהמופיעים לפ

  ). 0חזקה  כולל(

מכפלת הכפולה המשותפת הקטנה ביותר במחלק המשותף הגדול ביותר שווה למכפלת  •

  . שני המספרים

  . 1- אם אין להם מחלק משותף גדול מזריםשני מספרים נקראים  •

אלגוריתם של בר להשתמש כדי למצוא את המחלק המשותף הגדול ביותר אפש •

בכל שלב מחליפים את המספר הגדול מהשניים בשארית של החלוקה של : אוקלידס

 0-המספר הקטן ביותר השונה מ. עד שהתהליך מסתיים, בין השנייםמהגדול בקטן 
  .שאליו מגיעים הוא המחלק המשותף הקטן ביותר של שני המספרים ההתחלתיים

• nסימון(  עצרת :n! ( עד 1-השווה למכפלת כל המספרים הטבעיים מהוא המספר n)  ועד

  ).בכלל

• n! + 1 אחד מהמספרים עד לא ב  אינו מתחלק אףn , וכן אין לו גורם ראשוני שאינו עולה

  . יש אינסוף מספרים ראשונייםכלומר ש, מכאן שאין מספר ראשוני אחרון. nעל 

  ): לא מוכח( של פרמה" הקטן"המשפט  •

   .an-1 ≡ 1(mod n) מתקיים השוויון המעגלי  aכל מספר טבעי אז ל,  הוא ראשוניnאם  •

חד ומצאו במיושה, שונות ומשונותבית - אלף באותיות ישנם צפנים הכתובים  :הצפנה •

   .למטרה זו

   .הסימנים לאותיות הם צירופי נקודות וקווים :צופן מורס •

   .יר האותיות מסומנות בצירופי נקודות בולטות מהני: לעיווריםכתב ברייל •

   .בית-ברשימת האלף הלכל אות מוחלפת באות הסימטרית :  העברי העתיקש"כתב אתב •

  . בית-באופן מעגלי באלףמוזזת  כל אות :צופן יוליוס קיסר •

נעשה בדרך כלל על ידי , בהם כל אות מוחלפת בסימן קבועש,  של צפנים כאלההפענוח •

בטקסט המוצפן ) ופי אותיותוגם של ציר(השוואה בין השכיחויות היחסיות של האותיות 

 10צפנה לפי מפתח וסיכום פרק ה 
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במכלול הכתובים באותה ) או צירופי האותיות(לבין השכיחויות היחסיות של האותיות 

  .שפה

המתאימה ) אות(באופן מעגלי במספר ) אות( מזיזים כל מספר הצפנה לפי מילת מפתחב •

כאשר מילת המפתח היא . לפי הצורך ,מספרבמילת המפתח החוזרת על עצמה פעמים 

 השוואת שכיחויות יחסיות של צירופי האותיות דיי לפענוח יכול להיעשות ע ה,קצרה

  .שאורכם כאורך מילת המפתח

 10צפנה לפי מפתח וסיכום פרק ה 

חשבון מעגלי (מסתמכת על תורת המספרים , RSAהמכונה  ,הצופן הפומבישיטת  •

  ).ושימוש במשפט הקטן של פרמה

  10פרק לתשובות 

  10.1סעיף 
  .שבת – סוכות, 'ביום  –כיפור   . 1

 .חמישי, שלישי, שלישי, ראשון  .3
 .שני, ראשון, ראשון, שני  .5

6.  3. 
  .כן  .8

  .לא . 10

12.  0, 1, 4, 7.  

13.  7.  

14 . 5.  

  .n  לכל . 15

16.  5.  

  .לא   .17

  .ה ,ד ,א: מימין לשמאל   .18

  10.2  סעיף
  

    .לא  . 2

 . לא.ב   כן .א  .3
 . לא.ב   כן .א  .5

11.  22,222,222,200    
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 קסםריבועי 

 .                            )הרחבה ( נספח-ם ריבועי קס                             
 מבוא

 n2 ועד 1-  ממספרים הטבעיים משבצות המכילות את הn על n הוא ריבוע של ריבוע קסם

. בכל עמודה ובשני האלכסונים הוא זהה, סכום המספרים בכל שורהכך ש, בסדר כלשהו

  .  ויוחסו להם תכונות מגיותכבר בתקופות קדומותאדם ה עניין בבני ו עוררריבועי קסם

 גבו של צב על יוּם לקיסרבת קרוב לחמשת אלפים שנה התגלה ריבוע קסלפי אגדה סינית 

ימי הביניים השתמשו אסטרולוגים ערבים בריבועי קסם ב .שמימי על גדות הנהר הצהוב

  . ומהם הם חדרו בתקופת הרנסאנס לעולם המערבי, בחישוב הורוסקופים

 

 9 המשבצות את 9 - לרשום בהמטרה היא .  משבצות3 על 3נתחיל בריבוע הקסם בן 

  . או אלכסון של הריבוע יהיה שווהעמודה, כום הספרות בכל שורה כך שס9 עד 1-הספרות מ

   
c b a 

f e d 

i h g 

 

 
  

  

  , 9 עד 1-  השורות הוא סכום המספרים מ3בכל  המספרים  שסכום  יודעים  שאנחנו  מכיוון 

  . 15 או אלכסון צריך להיות עמודה, ברור שהסכום בכל שורה,                           שהוא
(1+9)*9

2
= 45 

  :    סכום השורה העליונה והשורה התחתונה שווה לסכום שני האלכסונים

a + b + c + g + h + i = (a + e + i) + (c + e + g),  

 .b + h = 2e:       י האגפים נקבלוכשנקזז את המחוברים הזהים בשנ 

  . סכום שני המספרים האמצעיים בשתי שורות אלה הוא כפליים המשבצת המרכזית, כלומר

   , b +e + h = 2e + e = 3e = 15        ולכן  

  . e =5ומכאן  

ולכן או , 10 -מכאן שכל שתי משבצות סימטריות לגבי המשבצת המרכזית מסתכמות ל

  ). 6 - ו4 או  8- ו2(או ששתיהן זוגיות )  7-  ו3 או 9 -  ו1(זוגיות - ששתיהן אי

  : במקרה זה נקבל . a = 1למשל  ,  במשבצת פינתית1ננסה להציב את המספר 

9= i  ,14 = g + d = c + b ,   

  . b + c + d + g = 28            ולכן
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  . 26  שסכומם רק 8 ,7, 6 ,5  הם לכל היותר המספרים b, c, d, gאבל ארבעת המספרים  

  .  b = 1 אינו פינתי ונוכל לנסות להציב1לכן המספר 

   8יכול להיות רק זוג המספרים a ,c ולכן זוג המספרים    a + c = 14  -   וh = 9במקרה זה  

 i = 2, g = 4  , d = 3 , f = 7:  נקבל מיד את שאר הערכים, a = 8, למשל, כשנציב.  6 -ו
                             

6 1 8 

7 5 3 

2 9 4 

  

  

  

  

צידו כלומר ב, c במשבצת 8 - באופן דומה כשנמקם את הכל שאר הפתרונות מתקבלים 

ולכן , h או d ,fכלומר ,  במשבצת לא פינתית אחרת1 -  או כשנתחיל במיקום ה1 - השני של ה

הריבוע או ועל ידי סיבוב ) עמודותהחלפת השורות ב(י שיקוף "עהם יתקבלו מהריבוע שלנו 

  .180° - או ב90° -בה שיקופו ימינה או שמאל

 קסםריבועי 

   ,   

אפשר להשתמש בראשי התיבות של המשפט שאמר הפותר , כדי לזכור את הפתרון

ה:  "הגאוותן גאון וגם בעולםכיתהחכם אני טוב   ."זה דבר

של " מלנכוליה" לריבוע כזה ראינו בתחריט רמז.  משבצות4 על 4נעבור לריבועי קסם של 

     זה היה הריבוע.  5.5 בסעיף 7דירר בבעיה 

  

  

  

  במשבצת הפינתית 1: שכדי להשלימו לריבוע קסם היה עלינו לשבץ בו את המספרים החסרים

במשבצות האמצעיות שבשורה התחתונה כתובה השנה בה צייר דירר את , אגב( באחרת 7 -ו

  ).1514: התחריט

.  34הוא , אלכסון או העמוד, סכום המספרים בכל שורהכלומר , של ריבוע זה" קבוע הקסם  "

כל להשתמש בשיקולים ונ, 4 על 4כדי להראות שאותו קבוע קסם נכון לכל ריבוע קסם של 

  : 3 על 3דומים לאלו שהפעלנו בריבוע הקסם של 

  : הוא16 עד 1 -סכום כל המספרים מ

                                 

61 3 2 31
5 01 11 8
9 6 21
4 51 41

(1+16)*16

2
= 136
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  .34סכום כל שורה הוא קבל שנ, למשל, וכשנחלק סכום זה לארבע השורות

  

d c b a 

h g f e 

m k j i 

q p o n 

 
     

  

  

  

  

  

  

  נקבל, העליונה והתחתונה לסכום שני האלכסוניםכשנשווה את סכום השורה 

a + b + c + d + n + o + p + q = a + f + k + q + d + g + j + n 

  :ולאחר קיזוז המחוברים השווים בשני האגפים מתקבל

b + c + o + p = f + k + g + j 

  :אבל סכום שני האגפים הוא סכום שתי העמודות המרכזיות

(b + c + o + p) + (f + k + g + j) =  

(b + f + g + o) + (c +g + k + p) =  68  

  . 34הוא   (b + c + o + p) ולכן סכום המספרים בארבע המשבצות המרכזיות

סכום  גםשבל י סיכום שני האלכסונים וחיסור סכום ארבע המשבצות המרכזיות נק"   ע

  .34המספרים בארבע הפינות הוא 

  ,תי השורות העליונות לסכום שתי העמודות האמצעיותאם נשווה את סכום ש, יתרה מזו

 a + b + c + d + e + f + g + h = a + e + i + n + b + f + j + o 

נקבל כי סכום ארבעת המספרים שברביע הימני העליון שווה לסכום המספרים ברביע השמאלי 

  :         התחתון

 c + d + g + h = i + j + n +o  

  .רביעים האחריםובדומה לגבי שני ה

י סיבוב "מבלי לספור את אלה המתקבלים מהם ע (4 על 4 ריבועי קסם שונים של 880קיימים 

לריבוע הקסם בתחריט של דירר התכונה הנוספת שסכום כל שתי משבצות שהן ). ושיקוף

  דוגמה לריבוע קסם . 17הוא ) k - וf או p -  וq , b -  וaכמו (סימטריות ביחס למרכז הריבוע 
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  :למשל, שאינו כזה היא

                                                     

                                                      9 6 3 16 

4 15 10 5 

14 1 8 11 

7 12 13 2 

                                                 

  

    

  

  

  

   

  

 ילבניית ריבוע ) סדרלפי  המתבצעות פעולות מתמטיות תורשימ: כלומר(ים ים אלגוריתמקיימ

   .  בוויקיפדיה, מהגלדו, המתוארות במקורות שונים, קסם

  

  בעיות ומטלות, רגיליםת

  

 ?3 על 3ם הבאים ניתן להשלים לריבוע קסם של יאלו מהריבוע .1
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 ? כמה הם. משבצות3 על 3כתבו את כל ריבועי הקסם של  .2

 מתחלקים לשלוש קבוצות של שלושה 9 עד 1 המדורגים לפי כוחם מ שחקני שחמטתשעה    .3

האם ייתכן שכל קבוצה ניצחה בסיבוב . שחקנים המתמודדות ביניהן בשלושה סיבובים

  ?למרות שכל שחקן המדורג מעל חברו ניצח אותו, אחד והפסידה בסיבוב אחד

  ).קסםהבריבוע התשובה נמצאת  :רמז(

n+1) .                      משבצות הואn על n הקסם של ריבוע קסם בן הראו כי  קבוע  .4
2)*n

2
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 . אנחנו מוותרים על חלק מהדרישות של ריבוע הקסם" ריבוע קסם למחצה"ב .5

  כך שבאף עמודה4 עד 1 - במספרים מאיור בריבוע שביות וות הפנמשבצ את הומלא  )א

 יופיעובעמודות שונות או בשורות שונות , כמובן(או בשורה לא יהיו מספרים זהים 

 ). אותם מספרים
  

  

  

 
 
 
 
 

רה או עמודה לא יופיעו ספרתיים כך שבאף שו-כִתבוּ בתיבות הפנויות מספרים זוגיים וחד  .6

 .ספרות זהות  
  

  

  

  

  

  

  

 
עמודה או באלכסון הארוך לא יופיעו , כִתבוּ בתיבות הפנויות מספרים כך שבאף שורה  .7

 .30וסכום המספרים בכל אחת מהשורות יהיה , ספרות זהות
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 x 5 5 ריבוע 
שורה ובאלכסון הארוך סכום , שבכל עמודה כך 5 עד 1 -הפנויות מספרים מכִתבוּ בתיבות   .8

 .בתרגיל זה הספרות באותה השורה שונות זו מזו. 15המספרים יהיה 

  

  

  

  

 

  
שורה ובאלכסון הארוך ,  כך שבכל עמודה5 עד 1 - תבוּ בתיבות הפנויות את המספרים מכִ .9

 . יהיו שונות זו מזוהספרות  
    

  

  

  

  

  

  

שורה ובאלכסון ,  כך שבכל עמודה6 עד 2 -מלאו את התיבות הפנויות במספרים מ  .10

 .ושבאותה שורה לא יופיעו ספרות זהות,  20הארוך סכום המספרים יהיה   
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שורה ובאלכסון הארוך סכום , מלאו את התיבות הפנויות במספרים כך שבכל עמודה .11

 .ושבאף אחת מהשורות לא יופיעו ספרות זהות, 10יהיה המספרים 
  

  

  

  

  

  

  

  x 6 6ריבוע  

שורה ובאלכסון ,  כך שבכל עמודה6 עד 1 -מלאו את התיבות הפנויות במספרים מ  .12

 .ושבאף אחת מהשורות לא יופיעו ספרות זהות, 21הארוך סכום המספרים יהיה   

    
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

שורה ,  כך שבכל עמודה6 עד 1 - ריבוע הקסם במספרים ממלאו את התיבות הפנויות של   .13

 .ובאלכסון הארוך לא יופיעו ספרות זהות  
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 10פרט למספר , 13 עד 1- שבו מופיעים  המספרים מ" מגן דוד הקסום"השלימו את . 14

   :וסכומי המספרים על כל הישרים שווים  

1

5

3

4

2

6

                    

  

  

            

               

  .  המספרים המשתתפים12 כל חשבו את סכום  .   א

  ?סכום המספרים על כל ישרצריך להיות מה    .ב

 . השלימו את המספרים החסרים  .ג

  9 -אחד מ, בתורו, כל אחד משני המשחקים לוקח:  הבאקלפיםהמשחק נסו לנתח את     .15

, 15-סתכמים להראשון שצבר שלושה קלפים שמ. 9 עד 1 -קלפים פתוחים הממוספרים מ

   .זוכה

 לבדוק ולראות אפשר": שלושה בשורה"המשחק זהו צירוף של ריבוע הקסם ו  :רמז    (   

, ק לשורה מתאימים בדיו15 -שמסתכמים ל 9 עד 1 -שונים משלושה מספרים שכל 

  )ריבועשל העמודה או אלכסון 
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